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1) Risolvereil seguente sstema lineare:
iX+2y-2z=0
% 3X+z=2
¥ X+3y-z=2
con il metodo di Cramer e confrontare che la soluzione trovata e esatta utilizzando il metodo ddlla
matrice inversa.

Metodo di Cramer

Occorre, in primo luogo, verificare s il Sstema dao, essedo quadrato (il numero delle equazioni €
ugude a numero ddle incognite), € 0 meno risolubile secondo Cramer, cioe s e soddidfatta 0 meno la
condizione necessria e sufficente impoda da Teorema di Cramer, secondo cui un Sstema quadrato
anmmette una ed una la luzione = e 0lo il determinante della matrice da coefficdenti associaa d
Sgema assegnao é diverso da zero. Ne caso specifico, quindi, risultar

X Z
a2 2 -1 1 2 -
A=S3 0 10 b deA=|3 0 1=-0+2-9+0-3+6=-410 b D=detA=-4

éls-lg 1 3 -

Poiché, il determinante ddla matrice dei coefficienti ddle incognite dd Sgtema € diverso da zero, ne
segue che il 9gema dato, secondo il Teorema di Cramer, anmette una ed una ola soluzione ricavabile
dadlle ben note formule di Cramer. Precisamente risulta:

avendo indicato con:

D il ceterminate ddllamatrice da coefficienti delle incognite dd ssema, ovwwero il detA;

Dy il deerminage ddla matrice oftenuta da A sodituendo la colonna da codfficienti ddla x ocon la
colonnadea termini noti;

Dy il deerminate ddla matrice oftenuta da A sodituendo la colonna dei coefficienti ddla y ocon la
colonnada termini noti;

D, il deerminate ddla matrice ottenuta da A sodituendo la colonna da codfficienti ddla z con la
colonnadea termini noti.

Madlora ssgue
@& 2 -16 b J.

A=%3 0 1. P D=2 O =-0+4-6+0-0+4=2 b D,=2
§1 3 -1 2 3 -
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X X
a 2 -fo 1 0
A=$3 0 1. P D,=83 2 1=-2+0-6+2-2+0=-8 P D =-8
§1 3 -15 1 2 -
X z X N
4 2 -1 1 2 0
A=33 0 1. P D,=[3 0 2/=0+#+0-0-6-12=-14 b D,=-14
él 3 -1 1 3 2
Quindi § hat
_a D, D,6_a2 -8 -146_a 1,706
(X1y1z)_ 1 1 == C T = -_a21_+
SD'D'Dy &4 -4 45 & 2725
cioe
el 76
XY, Z)=¢ =,2,—=
(xy.2)=¢-5.2.5-

Metodo della matrice inversa
Poiché, per quanto visto precedentemente, risulta detA = D= -4 1 0, segue che la natrice A anmette
I'inversa A 1 che occorre ora determinare con uno dei due metodi ben noti:
a 2 -1o6
A=%3 o 13

&S 3 -1

Cdcoliamo I'inversadi A utilizzando il metodo dei complementi dgebridl, ovwwero lardazione

A'l:i A*)T
detA .
Dobbiamo qui ndi scrivere, in primo luogo, lametrice dei complementi dgelric A . Risulta
0 1 3 1 3 0
=+ =-3; =- =4; =+ =9;
conef) 0 o ]
c—2_-1 c-+1_1-0 c-lz-l'
21 3 _ - ! 22 1 _1_ ! 23 1 3_ !
2 - 1 -1 1 2
c3lz+0 ilzz, 032:-‘3 1:-4, c$:+3 O‘:-G
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dacui segue
®3 4 9 ®3 -1 26
A=g1 0-10 p (A)=g4 0 -4
2 -4 -6 ég -1 -6
Pertanto:
@3 1 10 ®3 1 10
@3 -1 26674 2 27 ¢ a4 a4 2
A=t AK)=L€4 0 -al=¢-1 0 1l b A'SE-1 0 1D
detA -4 H i i
9 -1 6559 1 37 €9 1 37
€2 21 23 €2 2 25
Dunque:
23 1 16 1.6
6 G4 4 2700 2 ?‘3*5'%
X=A'N P Sylzé-1 0 13520 b Syl=foro+2:
G5 ¢9 1 g;éza G Coslias
€2 2 2% & 2%
ciog
& 10
a&xo ¢ 27
9_—9 2T
y—_g -
25 ¢ 77
& 2%

Dunquelasoluzione trovata, operando Sia con Cramer che con lamatrice inversa, €lamedesma
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2) Risolvereil seguente sstema lineare:
ix-y+3z=1
|l3x- y+2z=3
{_2y+7z=0
Occorre, in primo luogo, veificare s il Ssema dato, essendo quadrato (il numero delle equazioni €
ugude a numero delle incognite), € o meno risolubile secondo Cramer, cioe se e soddisfatta 0 meno la

condizione necessaria e sufficiente impogta dd Teorema di Cramer, secondo cui un Ssema quadrato
ammette una ed una sola soluzione s e 0lo il determinante ddlla matrice da coefficienti associata d
sSstema assegnato e diverso da zero. Nel caso specifico, quindi, risulta:

B -1 36 1 -1 3
A=S3 -1 20 b detA=[3 -1 =.7-0-18+0+4+21=0 P D=detA=0
éo 2 75 0 -2

Poiché, il determinante ddla marice de coeffidenti ddle incognite dd dgema e ugude a zero, ne
segue che il 9gema dato non e risolubile utilizzando il Teorema di Cramer, motivo per cui bisogna
andare a controllare s ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwero = il
rango della matrice incompleta e ugude d rango dellamatrice completa. Risulta, pertanto:

ad -1 30
A=%3 -1 27 p 0<r(A)£3 P daA=D=0 b r(A)13
éo -2 7,5

Poiché

! 'j=-1+3=210

3 -

neseguechee

rA) =2
In quanto esste un minore del secondo ordine, etraibile da A, diverso da zero.
Occorre ora controllare il rango della matrice completa, ottenuta dala matrice A con I'aggiunta ddla
colonnade termini noti:
a -1 3 16

=3 -1 3. P O<r(AN)£3
éo -2 7 0y
Utilizzando il Teoremadegli Orlati, S ha

‘1 ']‘1:-1+3:210 b r(AN)?2
3 -

per cui occorre andare a calcolare adesso | suoi minori orlati.
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Precisamente:
1 -1 3 1 -1 1
M'=detA=[3 -1 =0, M =3 -1 3=-0-0-6+0+6+0=0
0 -2 7 0 -2
Poiché entrambi i minori orlati del terzo ordine sono nulli, ne segue proprio che:
r(AN) =2
cioe

r(A=r(AN)=r=2
oweo e soddidata la condizione necessaria e uffidente di risolubilita di un sstema impogta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Dunque il 9stema dato ammette soluzioni.
Poiché, indltre, il numero ddle incognite dd sgema € n = 3 (le incognite che figurano nd Sstema sono
proprio X, y € 2) e riqulta n > r, segue che il Sdema ammette ¥ "' =¥*2=¥! gluzioni, doe le
soluzioni del Sstema dipendono da un unico parametro.
Poichéil minore diverso da zero:

1
3
e codituito da coefficienti ddlle incognite x ed y che figurano ndla prima e ndla seconda egquazione, il
ssema dato € equivdente d seguente:

'I'z-1+3= 21 0

I X-y+3z=1

%SX- y+2z=3
Indltre, poiché nd minore non nullo consderao sono dai coinvolti esdusvamente i coeffidenti dela
x e ddla y, e non qudli ddla z bisogna consderare come parametro proprio I'incognita trascurata, cioe
laz Ne segue, quindi, posto z =t parametro rede

IX-y=1- 3

13x-y=3-2t
che ora, avendo la matrice da coefficienti diversa da zero, 9 puo risolvere o con uno de metodi
cassci, oppure con leregole di Cramer. Ne segue:

‘; 'i':-1+3:210 b D=2
1- % -
D, = =-1+43t+3-2t=t+2 b D =t+2
‘B-Zt -j
1 1-3t
, = =3-2-3+9%t P D,=T
3 3-2t
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dacui 9 ricava
(xy) = oD, D6 _ad+2 76 _od, 41040
80 Dy & 2 25 &2 2 g

soluzione dd sgema equivdente aquelo assegnato.
Dunque lasoluzione dd sgemadeato sya

_E 740
(xy,2) ¢ t+1,—tts
con t parametro redle (tT R).

3) Risolvereil seguente sstema lineare:
|x y+2z- w=1
|x+y 2z +2w =2
Lax- ay +8z -aw =4

Occorre, in primo luogo, ossarvare che il Sgema dato é rettangolare (il numero delle equazioni e
diverso dd numero ddle incognite): € infatti, 3" 4 (3 equazioni e 4 incognite). Bisogna dlora andare a
controllare se ammette oluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwero s il rango ddla
matrice incompleta é ugude d rango dela matrice completa. Risulta, pertanto:

a -1 2 -16
A=d1 1 -2 27 P O<r(A)£3
§4 -4 8 -45

Utilizzando il Teoremadegli Orlati, S ha

‘1 'j:1+1:210 P r(A)z2
1

per cui occorre andare a cacolare adesso | suoi minori orléi.

Precisamente:
1 -1 2 1 -1

M'=f1 1 -2|=8+8-8-8-8+8=0;M'"'=1 1 2(=-4-8+4+4+8-4=0
4 -4 8 4 -4 -

Poiché tutti i minori orlati del terzo ordine sono ugudi a zero, segue:
rA)t3 b rA=2
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Condderiamo adesso |la matrice completa ottenuta da A aggiungendo ad essa la colonna del termini
noti:

da -1 2 -1 106
AN=S1 1 -2 2 27 b 0<r(AN)£3
§4 -4 8 -4 45
Occorre determinare ora il rango di AN. Sempre per il Teorema degli Orlati 9 pud partire da un minore
ddl secondo ordine diverso dazero edtraibile ddlameatrice AN. Sia esso:

F 'j:1+1:210 b r(AN)? 2
1

Due orldi di tdi minori sono dati gia cdoolai in precedenza quando 9 € deteminato il rango dela
metrice incompleta, precisamente:

1 -1 2
M'=]1 1 -2=8+8-8-8-8+8=0
4 -4 8
1 -1 -
M'=1 1 2/=-4-8+4+4+8-4=0
4 -4 -
Resadloradacadcolare I ultimo minore orlato ottenuto aggiungendo laquarta colonna e laterzariga
1 -1 1
M'"=11 1 2(4-8-4-4+8+4=0
4 -4
Poiché anche in questo caso tutti i minori orlati de terzo ordine sono ugudi a zero, 9 pud afermare
chee
r(AN) =2
Dunque:

r(A)=r(AN)=r=2
owero e soddidfata la condizione necessaria e uUfficente di risolubilita di un 9gtema impogta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Ne segue che il 9gema dato ammette soluzioni.
Poiché indltre, il numero dele incognite dd Sstema € n = 4 (le incognite che figurano nd Sstema sono
proprio X, y, ze w) erisulta n > r, segue che il Sgema ammette ¥ ™" =¥*? =¥? soluzioni, cioe b
soluzioni del Sstema dipendono da due parametri.
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Poichéil minore diverso da zero:

! ‘j=1+1=210
1

e codtituito da coeffidenti dele incognite x ed y che figurano nella prima e ndla seconda equazione, il
ssemadao e equivdente d seguente:

i X-y+2z- w=1

%x+ y- 2z +2w =2
Inoltre, poiché nd minore non nullo condderato sono dati coinvolti esclusvamente | coeffidienti ddla
X e ddla 'y, non qudli ddla z e dela w, bisogna consderare come parametri proprio le incognita
trascurate, cioelaz elaw. Ne segue, quindi, posto z= h ew =k parametri redi:

ix-y=1-2h+k

%x+ y=2+2h- 2K
che ora, avendo la matrice da coefficienti diversa da zero, 9 puo risolvere o con uno dei metodi
classci, oppure con leregole di Cramer. Ne segue:

1 -
‘1 JJ-'=1+1=210 p D=2

1- 2h+k -
= =1- 2h+k+2+2h- 2k =3-k b D, =3-k
2+2h- 2k
1 1- 2h+k
y = =2+2h- 2k-1+2h- k=4h-3k+1 b Dy:4h-3k+1
1 2+2h- 2k
dacui g ricava
D _ _ ..
€D’ Dy & 2 2 g

soluzione dd Ssema equivaente aquello asssgnato.
Dunque lasoluzione dd Ssemadato sara

_&3-k 4h-3k+1
(x,y,z,w)—é B

con hek parametriredi (h,kT R).

h k2
2 @

4) Sudiare la seguente funzione polinomiale
y=x- 3x+2

CAMPO DI ESISTENZA

Poiché d tretta di una funzione polinomide, risuita
CE.={xI R:-¥ <x<+¥}

Lafunzione non haasntoti verticdi!!!
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INTERSEZIONI CON GLI ASS|

Poiché 9 e in presenza di un polinomio di quarto grado, occorre, in primo luogo, vedere se € posshile
scomporlo nd prodotto di polinomi di primo o di secondo grado, atraverso la Regola di Ruffini. |
divisori dd termine noto, ovvero 2, sono esttamente +1, +2, essendo 2 un numero primo. Ma dlora,
posto:

P(x)=x3- 3x+2

procedendo per tentativi, 9 ottiene:

P(x=+1)=1°- 348°+2=1- 3+2=0

cioéper x=+1 il padinomio § annulla Quindi S ottieneil seguente prospetto:

1 0 -3|+2
+] 1 1]-2
|1 1 -2| C

Pertanto il polinomio P(X) S pud scrivere anche nel seguente modo:
P(x)=x*- 3x+2=(x-1)(X + x- 2)
Inoltre e possibile scomporreil polinomio di secondo grado:

Q(X) =x*+x- 2
utilizzando laformula risolutiva
)(12:-11\/1+8:-1i\/§:-1¢3 b )(1:-1-3:_2 o )(2:-1+3:1
| 2 2 2 2 2
Quindi risultax
Q(x) =x*+x- 2=(x+2)(x-1)
dacui:

P(x) = - 3x+2=(x- 1) +x- 2) =(x- 1)(x+2) (x- 1) =(x-1)* (x+2)
Risulta ora possbile determinare le intersezioni ddlla funzione con gli cartesani:

ix=0 ix=0 g intersezi

} b I| b A:(O,Z) eil p‘ntoFi |rterone

TY=3-3x+2 Ty=2 ddlafunzioneconl'asey
sodtituendo, in y, d

posto ddlax il vdore 0
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N iy=0
iy=0 iy=0 Iy
fn_os i 2 _ P iix-1=0 p
1 0=x"- 3x+2 T(X-l) (X+2)—0 HX+2=O
1y=0 Cout G .
b IlXFl b B=(10);C=(-2,0) LMo | puntl | intersezione
1o _ ddlafunzione con I’ asse X
X,=-2
|
SEGNO DELLA FUNZIONE
Risulta
} 2
y>0 b xX-3x+2>0 b (x- 1)2(x+2)>0 b }(X'l) >0 b
1x+2>0
b i sempre (€ un qudrato)
%x>-2
Dunques ha

y>0 per x>-2

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
limy=lim(X- 3x+2) = lim (x*)=+¥ P Jim y=+¥

X® +¥ X® +¥ X® +¥ X® +¥

. - 3 - 3\ . _
lim y—Ilm(X-3X+2)—I|m(X)—-¥ p limy=-%¥
X® - ¥ x® - ¥ x® - ¥ X® - ¥

Lafunzione non haadntoti orizzontdi!!!
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STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

Risulta: . . .
dividendo per 3 differenzadi due quedrati

D(x*- 3x+2)=3x"- 3
dacui segue /
(x-1)(x+1)>0

y'>0 b 3¥-3>0 P“ ¥X-1>0 b

Ne segue, pertanto, che le soluzioni dell’ equiazione associata a ta e disequazione sono:
=-1ed x=+1

dacui:

X*-1>0 P x<-1 e x>+1

++++ | - ---- ++++++

Crescenza Crescenza

M m

Dunguelafunzionehaunmassmoin x =-1 edunmnmoin x=+1.

In particolare:
x=-1 b y=(-17-3(-0)+2=-1+3+2=4
x=+1 b y=(+1)°-3(+1)*+2=+1-3+2=0

Ne segue, quindi, che:

M (- 1;4) &il puntodi Massimo

m(1;0)° B &il puntodi minimo
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IL GRAFICO
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5) Studiare lassguente funzione razionde fratta
_ 4% -9
X +2

CAMPO DI ESISTENZA
Poiché g trattadi unafunzione razionde fratta, risulta:

C.E.:{XT R:x*+41 O}
Occorre, pertanto, trovare le soluzioni dell’ equazione associata a tde disuguaglianza. Essendo, pero, il
primo membro una somma di quadrati (predisamente (x)” =2 e (JE)Z =2), che & ssmpre positiva e
mai ugude a zero, segue che la disuguaglianza in questione € sempre soddisfata, cioe
CE.={xT R:-¥ <x<+¥}
Lafunzione non haaantoti verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASS|

Risulta
ix=0 = .. . .
i 1% 0 &) 9 ¢ €il punto di intersezione
[ 4¢-9 P [ 9 b A:%"—+ . ,
(Y=— i y=-==-4,5 2 g ddlafunzioneconl'asey
t X“+2 ) 2
1y=0 iy=0 R N
'y a?.9 b IZz 9 b 1y=0 b jy=0 b
i X° - i 4x* - P, i _
0= T =0 24x°-9=0 2x- 3)(2x+3) =0
o= R . 1(2x- 3)(2x+3)
1y=0

|y=0 e
b l2x-3=0 b (§RTYFTS p

Lax+3=0 i

: ilx,=-==-1,5

T2
5 5 Sonoi punti di intersezione
b B=202c=83 0 IO ,
&2 g & 2’ 4 ddlafunzionecon!’ase x
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SEGNO DELLA FUNZIONE
Risulta
y>0 b -9 o b ii4x2- 9>0 ?(2x+3)(2x- 3)>0
X +2 ix2+2>0 T sempre (sommadiduequadrati)
I 3
i X235
12x+3>0 i
b lox-3>0 b }x>+g
| T
| Sempre i sempre
t
3 3
- — + —
&

y>0 y<0 y>0

Dunque:
3

y>0 per x<-E X>—
2° 2

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
@Mx?-906 . a@x?0

i =i == — .=4 b i =4
my Jérﬂgx2+2;a )!('!)riggxzb iy
cioelarettadi equazione y =4 € un asntoto orizzontale per lafunzione:

AO.:y=4
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STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta
Dae4x2- 9('5_8x>(x2 +2)- (4x2 - 9)>(2x) ~
EX+2 5 (x2+2)2
_ 8x°+16x- 8x°+18x _  34x
(ev2f (e
dacui ssgue
y'>ODLX2>ODJ|[22 i \
(Xz + 2) T(X + 2) >0 1 sempre (€ un quadrato)

Crescenza

Dunque la funzione ha un minimo in x=0, owero il punto di intersezione ddla funzione con I'asse
ddley, precisamenteil punto A, € un punto di minimo.
Ne segue, quindi, che:
ma%,- 990 A eil punto di minimo
& 25
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IL GRAFICO
g
b
A.O.
_____________ q____________:4
2
-15 -18 -5 C B 5 1@ 15 ‘
4
A9 m
-6
Osservazione

Lafunzione non interseca |’ adntoto orizzontde. Infatti il ssguente Sstema non ammette soluzioni:

3 2 .. .. .
{y:4)§;29 . A2 - 9, b i (essendo ugudi i primi membri delle due
| X

! 210 equazioni del sstemadovranno necessariamente
ty=4 essere ugudi anchei secondi membori)
2_ 4%%- 9- 4(x*+2 2_9. 4x2-
©52-9 , o ( ):O o AC-9-4¢-8_
X +2 X +2 X +2
- 2112=0 p -17=0 P mai
X

Dunque non esigte il punto di intersezione dellafunzione con I asintoto orizzontale,
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